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GEOMETRIE. — Un probléme variationnel sans compacité dans la géométrie de
contact.
Note de Abbas Bahri, présentée par Paul Malliavin.

Regue le 19 juillet 1984.

Soit o une forme de contact sur une variété M compacte, de dimension trois. Soit € le champ de Reeb de o
et v un champ dans le noyau de o. Le long d’orbites de v, on définit une notion de conjugaison de points
relativement & la forme o. Sous des hypothéses convenables sur o et v, on prouve I'existence d’orbjtes fermées
de & modulo des sauts entre des points conjugués. L’existence de ces courbes s’obtient par des méthodes
variationnelles ou la condition de Palais-Smale est violée. On développe, en conséquence, des techniques
adaptées a I’¢tude de points critiques a I'infini.

GEOMETRY. — A Variational Problem Without Compacity in Contact Geometry.

Let o be a contact form on a compact three dimensional manifold M. Let € be the Reeb vector-field of o and
v be a field in the kernel of o. Along v-orbits, we define conjugate points with respect to the form a. Under
suitable hypotheses on o and v, we prove the existence of closed orbits of & up to a certain number of jumps
between conjugate points. The existence of such curves is obtained through variational methods where the
Palais-Smale condition does not hold. We are thus led to develop suitable techniques for the study of critical
points at infinity. :

Les démonstrations sont renvoyées a 'article a paraitre (A. Bahri [1D].

1. UNE PROPRIETE DES FORMES DE CONTACT. — On se donne une forme de contact o sur
une variété compacte M de dimension trois orientée. On suppose par exemple que :

(1) oA da>0.

Soient & le champ de Reeb de o et v un champ dans le noyau de o partout non
singulier. L’existence d’un tel v signifie que le fibré en o au-dessus de M est trivialisable,
Ce que nous supposerons.

Soit 6; le groupe 4 un paramétre engendré par v, D6, sa différentielle et soit 6* la
transformation associée sur les formes différentielles de M.

Soient x, un point de M et x,=6,(x,) le point générique de I'orbite de v issue de Xo:
Soient e, (0) et e, (0) deux vecteurs tangents & M en x, tels que :

2) oA de (v, e, (0), e (0))>0.
Soit :
(3) e (5)=DBO(e1(0); e;(5)=Db(ex(0)); w(s)=e(e,(s))e,(s)—0x(e,(s)) e, (s).

La proposition suivante traduit le long des orbites de v le fait que o est une forme de
contact.

ProposITION 1. — w(s) tourne dans le sens direct du repére (eq (5), e5(s)) quand s
augmente.
Remarque 1. — Si o était un feuilletage, oy, et (05 o), coincideraient toujours et w (s)

ne tournerait pas. La proposition 1 caractérise donc, dans ce sens, les formes de contact.
Elle a éte utilisée par D. Bennequin [2] pour prouver que certaines hypersurfaces étoilées
de R*" ne pouvaient pas étre ramenées par une transformation symplectique a une
hypersurface convexe.

Soit Y (s, x,) I'angle, dans le repére mobile (e, (s), e, (s)) dont a tourné w(s) de 0 a s.

On introduit les :

DEriNITION 1. — On appelle points de coincidence de X, (relativement a « et v) le long
de P'orbite de v issue de x, les points x; tels que (s, x,)=2kn; keZ. En ces points x,
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ona:
(4) (9? a)x():)\‘(s’ xO) dxo; X(Ss X0)>0.

DEFINITION 2. — On appelle point conjugué de x, (relativement a o et v) le long de
I'orbite de v issue de x,, un point x, de coincidence de x, tel que :
(5) Ais. xo)=1.

DEFNITION 3. — On dit que o tourne bien le long de v si tout point x, de M admet

un point de coincidence autre que lui-méme. Soit alors y' : M — R la fonction qui associe
a un point x, de M le i-iéme-temps s=7'(x,) tel que x, soit un point de coincidence de
x, (i€Z). Soit f/: M —» M le difféomorphisme de M qui envoie x, sur x,i . On note

1; (xo) le coefficient de colinéarité de (63 ., %), €t de o, :

v (x0)
(6) (6«7' (x0) d‘)xo =u; (o) Ao
2. La ForME B. — Soit B la forme différentielle sur M définie par :
(7N p=da(v, .),
On suppose :
(8) BAdp>0.

La signification de cette hypothése peut étre dégagée dans le formalisme hamiltonien

de R*.
2

Soit ay= Y. (x;dy;—y;dx;) la structure standard de S>=R*. Soit v un champ dans le
i=1

noyau de o, définissant une des fibrations de Hopf de S. Soit a=Aa,, AeC*(S°, R{)
et P=da (v )t

PrOPOSITION 2. — Si I'hypersurface Y = {z=M\(x)x; x€S>} borde un ouvert convexe,
B AdB est positif.

Remarque 2. — La proposition 3 a aussi été utilisée par D. Bennequin pour le résultat
~ cité dans la remarque 1 (voir [2]).

Dans le cadre général d’une forme B de T* M, on peut introduire I'espace des courbes
de M suivant :
©) Lo,={xeH!(S!, M); B(x)=0},
H'(S', M) désigne I'espace des courbes fermées H' de M.

Si B est de contact, la topologie de Ly a été étudiée par S. Smale [3] et W. Boothby [4].
La proposition suivante améliore 1égérement leur résultat :

Soit F={xeM/BAdB=0}.

PROPOSITION 3. — On suppose que F est une sous-variété de codimension 1 de M et que,
en tout point x de F, P est transverse a F. Alors Ly a la topologie de I'espace H!'(S!, M).

3. LE RESULTAT PRINCIPAL. — On normalise v pour que :
(10) : BAdB=ando>0.
On introduit :

(11) T'= {xo€ M/X(s, xo)=1 pour tout s tel que x, soit un point de coincidence de X, } -

Soit d une distance sur M et soit || . || une norme pour les différentielles des applications
C! de M dans M.
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On suppose que :

(H1) o tourne bien le long de .

(H2) v admet une orbite périodique.

(H3) Pour un champ v,, non singulier et colinéaire a v, on a :

3k, >0 tel que || DO} || <k,, VseR; ou 0! est le groupe a un paramétre de ov,.
(H4) 3k, et k3>0 tels que VieZ, on a :

kZd(xa y)éd(fl(x)’ fl(y))§k3d(x’ y)’ vx’ yEM

(H35) 3k,>0 tel que : [, (x)—p, (»)| Skod(x, ), Vx, yeM
(H6) 3p>0 tel que ¥ xe M, I’ensemble Co()={f" )/ | mx)—1| <p; ieZ} est fini,
Sous ces hypothéses, on a le : g

THEOREME 1. — ] existe une courbe x sur M, continue et fermée constituée de morceaux
(X255 X2:4+1) tangents a & et de morceaux (X2i4 1> X254 ,) tangents a v. X3i42 €St conjugué de
X3i+1- Les morceaux tangents a & sont dans T. Si lg topologie de I'espace des chemins est
assez riche (i.e. les nombres de Betti de cet espace sont non bornés), il y a une infinité de
telles courbes. De plus, si n désigne le nombre de morceaux d’une telle courbe et a sa
longueur selon &, on a : )

(12) n=Ca; C constante fixée.

Remarque 3. — Les hypothéses (H1)-(H6) peuvent étre considérablemeﬁt affaiblies,
tout particuliérement (H 3), (H 4) et (H5). (Voir [1]) m

4. LES TECHNIQUES. — On considére I'espace Cp= {xeLﬁ/a()é)sconstante positive };
C, est une sous-variété de H'(S!, M) dont on peut étudier la topologie en utilisant les
résultats de S. Smale et W, Boothby déja cités ou encore la proposition 3.

Les courbes de C, ont un vecteur directeur x qui se décompose comme suit -

(13) x=a&+bo, a=constante positive; belL?(S!, R).

1
On considére la fonctionnelle J(x)=a sur C;. Soit I(x)=f b*dt. La fonctionnelle J
0

ne verifie pas la condition de Palais-Smale pour des raisons intrinséques au probléme,
expliquées dans [1]. Il y a des points critiques 4 I'infini, dont il faut faire I’étude.

On commence donc par construire un pseudo-gradient, dépendant d’un parameétre
€>0. Les détails de cette construction sont dans [1]. L’idée est la suivante :

Soit 0l et 0J les gradients de I et J, |01] et | 83 | leurs normes. Soient :
(14) o: Cy— { points critiques de J} - R définie par :

0J ; :
QDC)::TI}’(X)I(X) 8 {8 #8 e ia 3 dl(x)=0;

(15) Z=|aJ|o1+ |ot|ay.

On construit un pseudo-gradient Z,, dépendant d’un paramétre €0, qui est colinéaire
a —Z(x) quand ¢ (x)<¢ et colinéaire a —0J(x) quand ¢ (x)=>2¢. On en déduit la :

ProposiTioN 4. — Soit 0<ay<a,; Jo= {xeCyll(x)ga,}; J1= {xeCy/I(x)<a,}.
Si J% nest pas retract par déformation de J*, il existe un point x, tel que :

(16) ap=J(x,)<ay; dJ(x.)=0;

ou :
17) ap=J(x,)<ay; Z(x)=0 et o(x)<e
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On explore I'alternative fournie par la proposition 4. Dans le cas (16), le théoreme est
prouvé. On explicite donc (17). On pose :

o1
®= (x); ®— +0o0 quand & -0,
o7

x,=ak+by, 0<agy<asga; bel (St R);

(18)

T, p et p sont des fonctions sur M dépendant de o et .

(17) s’écrit alors :

2 2 1
‘ %—2b+b<_ma+b?—f b2/2>+a2br—ab2fli+ftb[;—b=0,

1
(1) 0sa,<aeza,; J b*jo<e.
0

db db
b(0)=b(1); = 0)= c
L’analyse de (19) est délicate parce que p, ﬁi et © changent de signe sur M. Il faut
distinguer deux types d’intervalles de temps :
1° ceux ou bh*/m(t) est « petit ». On prouve que sur un tel intervalle [z, 1+ Af], la
courbe est proche d’une orbite de & a I'ordre o (At);
2° ceux ou b?/m (t) est « grand ». Sur ces morceaux, la courbe est proche d’une orbite
de v. On écrit alors I’équation fonction de s qui vérifie la forme oixO dans le repere
transporté par v, (0¥ @), (6¥B),,), le long d’un orbite x; de v. Cette équation nous
permet d’interpréter (19) comme équation de transport de o le long de v. La condition

i
j b?*/w<e nous dit alors que, pour &€ — 0, les morceaux considérés doivent aller d’un
0

point a un de ses conjugués. L’erreur est ici encore de I’ordre o (At).

On remplace donc, en suivant le découpage fourni par 1°-2°, la courbe considérée par
une courbe x, constituée d’orbites de & et d’orbites de v, respectivement. (Les orbites de
v allant d’un point a un de ses conjugués.) x, (0) et X, (1) sont proches & o(1). On contrdle
alors, par des estimations délicates, le nombre de brins de cette courbe. On conclut en
faisant tendre € vers zéro. :

La preuve du fait que les morceaux tangents a & sont dans I'" représente une démonstra-
tion a part qui nécessite la construction d’un pseudo-gradient local. On conclut en
attribuant un indice de Morse et des variétés stables et instables & ces points critiques a
Iinfini, ce qui permet par un raisonnement analogue au cas des géodésiques d’établir
que si la topologie est assez riche, il y a une infinité de telles courbes.
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