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1 . INTRODUCTION

Les résultats qui suivent sont centrés autour de la question suivante

peut-on dans des problémes variationnels non compacts se passer de la condition
de Palais-Smale pour déduire 1'existence de ''vrais' points critiques pour la
fonctionnelle considérée.

Le probléme est donc d'ordre général : on se donne sur un espace de Hilbert E
(ou sur une variété hilbertienne) une fonction f : E—3R , qu'on suppose C

(par souci de simplicité).

L'objectif est de trouver des solutions dans E a 1'équation :

of(x) = O
(1) < E B oi 9of est le gradient de f

La théorie variationnelle classique fournit un principe simple pour déceler
et 8ventuellement compter le nombre de solutions de (1), moyennant une con-

dition de compacité sur le flot du gradient

Soit sour & et HBER |, ash , £f2 = (x € E/f(x) < a} ; £° ={x € E/f(x)< b}

et fa = e EF/Elx)a) fb = {x € B/f(x) = b}

La proposition et les corollaires qui la suivent décrivent le principe

variationnel sous sa forme la plus &lémentaire (mais la plus cruciale).

Proposition 1 : (voir [1] par exemple) Si f satisfait la condition de

: -] : ; -
Palais-Smale sur £ ([a,b]) et si (1) n'a pas de solution dans £ 1([a,b]),
alors f° est rétract par déformation de fb Gesp.f, est rétract par déformation

de fa).

b

Corollaire 1 : Sous les hypoth&ses de la Proposition 1, 1l'homotopie et

1'homologie de fa(resp.fa) et fb(resp.fb) sont identiques.

Corollaire 2 : Sous les hypothéses de la Proposition 1, si fa(resp.fa) et
b A ; >
iz (resp.fb) n'ont pas mémes grouves d'homotopie (ou d'homologie), (1) admet

au moins une solution X telle que f(xo) € [a,bl
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11 existe bien slir bien des raffinements a ces résultats ; on peut en
particulier calculer les changements de topologie induits par les solutions
de (1) sous des hypothéses supplémentaires minimales sur f .

Cependant, il y a une hypothése c1é dans ces énoncés qui consiste en la
condition de compacité de Palais-Smale.

Rappellons cette condition :

Défl : Une fonctionnelle f : E—sR , C2 (par exemple), est dite satisfaire

la condition de Palais-Smale sur f‘I([a b]) si toute suite (x ) telle que'
f(x ) < et 9f(x )._7 O est précompacte. On d1t en general que (P. S)

(ou la condltlon (P.S)) est satisfaite par f (sur £ ([a bl)). f

En pratique, les exemples de fonctionnelles violant la condition de Palais-
Smale abondent. Les deux exemples qui suivent, sur les fonctions réelles d'une

variable réelle, sont déja intéressants.

Y

7
A —

On voit sur le graphe de f qu'il y a une suite (xn) ("un point critique a

\
Exemple 1 :

1'infini'") telle que af(xn)___>0 et f(xn)——7<: et qui n'est pas précompacte
pulsque X tend vers + » . On pedt vérifier ainsi que pour ¢ > O suffisamment

S Cihe
petlty f

est non connexe tandis que £°7%  est connexe ; de sorte que ce
point critique & 1'infini induit un changement de topologie dans les ensembles
de niveau de f . Pour finir, on peut remarquer que si on cherche a trouver
par un raisonnement global (i.e. en ne regardant pas la forme particuliére
qula £ dci) le ngi point critique ;o , il faut tenir compte de ce point

critique 3 1'infini qui joue le réle d'un minimum.

. . . - . , . o/
L'exemple suivant consiste tout simplement a considérer la fonction f = -f + K

ot f est la fonction de 1'exemple 1 et K wune constante sans importance.

Exemple 2 :
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Evidemment, la condition de Palais-Smale est encore violée dans un voisinage

~
de la valeur c .
3 - : 5 5 ~cte 5
Mais cette fois—ci, pour ¢ > O suffisamment petit, f est contractile

Sooin ~C—E : ;
ainsi que f . De sorte que du point de vue des ensembles de niveau

avcte

~Cc—€ . )
"descendants" (f et F ), aucun accident ne s'est produit.

~n

: 2y ~
Si on considére,par contre, fC+€ et fc . R retombe sur le changement de

topologie de l'exemple 1 .

Du point de vue de la théorie variationnelle classique, de dimension finie

en tout cas, ce fait est tout a fait surprenant : un point critique non
dégénéré (et méme dégénéré sous certaines hypothéses) induit, en dimension
finie, des changements de topologie pour les ensembles de niveau "ascendants"
et "descendants". Or, comme le montrent les exemples 1 et 2 , ce n'est pas le
cas d'un point critique 3@ 1'infini. On découvre ainsi un premier fait intéressan
Ces points critiques & 1'infini peuvent n'étre que des "demi-points critiques" ,
attirant d'un cété (par "en haut" par exemple) et pas de 1'autre.

Tout ceci sera rendu plus précis par la suite.

On peut, en restant en dimension 1, fabriquer des exemples encore plus

élaborés en faisant osciller la fonction f (avec des oscillations plus ou
moins grandes) autour d'une valeur c¢ donnée ; et les situations obtenues

sont déja non triviales. De cette manidre, on entrevoit qu'avec 1'abandon

de la condition (P.S), la théorie variationnelle classique "tombe" . Il faut
revenir aux éléments de base de cette théorie, 3 la déformation le long des
flots et 1'analyse des changements de topologie qu'ils induisent méme quand

ils conduisent 3 1'infini, si 1'on veut quand méme prouver des résultats
d'existence.

Par souci de clarté, nous précisons que nous appelons ici "infini" tout ce

qui n'est pas précompact, méme s'il est borné.
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2 . EXEMPLES DE PROBLEMES VARIATIONNELS NON COMPACTS ISSUS DE LA GEOMETRIE
ET DE LA PHYSIQUE :

La classe des problémes variationnels non compacts est trés large.
On peut y retrouver des problémes géométriques, comme le probléme de Yamabe
ou celui de Kazdan-Warner, la recherche d'applications harmoniques d'un
degré donné, les équations de Yang-Mills, 1'équation des ondes non linéaire
sous des conditions aux limites non rationnellement dépendantes ou encore
des problémes 1iés & la recherche d'orbites périodiques pour des champs
de contact sur une variété de contact.
La non-compacité est d'ailleurs différente dans chacun des cas considérés.
La méthode que nous présentons ici a toutes les chances de s'appliquer aux
cas cités ci-dessus, si 1'on excepte 1'@quation des ondes non linéaires
sans dépendance rationnelle sur le domaine, cas oli la non-compacité est liée
au probléme des petits diviseurs. Dans le méme ordre de difficulté, il y a
les équations elliptiques non linéaires avec le comportement sur-critique
(comme, par exemple, 1'équation Au + u7 = 0 sur un ouvert Q de RB).
Nous développons ici, par souci de précision, la non-compacité dans les
seuls cas de 1'équation de Yamabe et du probléme de Kazdan-Warner ; et
nous présentons aussi, les problémes de non-compacité
dans la recherche d'orbites périodiques pour des champs de contact. Les

autres cas relevant de la méme méthode seront présentés ailleurs.

a - La non-compacité dans 1'équation de Yamabe et le probléme de

Kazdan-Warner :

On se limite 3 présenter la non-compacité de ces équations par des
ouverts  de S3 , le cas Q = 33 8tant inclus (pour les généralisationms,
se reporter 3 [2]).
Soient S3 = {x € RA / ]x[ =1} , ¢ la métrique canonique sur S3 et Q un
ouvert régulier de S3 (éventuellement Q = S3). Soit K wune fonction positive,
de classe C2 sur 7 .

On cherche u de Q dans R tel que

- 8Au + 6u = K(x)u5
(2) u > 0 dans @
avec (si @ # 83) u = 0 sur 3N

Quand Q est différent de S3 , on supposera (parce que c'est le cas le plus

difficile !) que K est une constante. Si Q = 83 , le probléme (2) a 1'inter-
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= : Seaa : ; : = 3
prétation géométrique suivante : existe-t-1l une métrique g sur S

conforme & ¢ , telle que la courbure scalaire de (S3,g) soit K (on cherche
4

n-2 2 = ; ] i
g sous la forme p = U c) ? La méme équation exlste pour une variéete

riemannienne compacte (M,go) quelconque ; si K est une constante, il

s'agit de 1'équation de Yamabe ; sinon, il s'agit du probléme de Kazdan-
Warner. '

Signalons tout de suite que 1'équation de Yamabe a &té resolue par T. Aubin
([3]) pour les variétés non localement euclidiennes de dimension n=> 6 , les
cas restants ayant &té prouvés récemment par R. Schoen ([4]). Dans les deux
cas, la technique consiste & prouver que la solution est un minimum et qu'au
voisinage de ce minimum, la condition de Palais-Smale est satisfaite par

la fonctionnelle considérée.

La démonstration de R. Schoen nécessite une analyse fine que nous retrouverons
au long de notre analyse de la non-compacité. Remarquons, cependant, que

la méthode que nous présentons ici couvre aussi les cas de non-compacité
réelle (i.e. la condition de Palais-Smale est violée méme au voisinage du
minimum) comme dans le probléme de Kazdan-Warner.

En ce qui concerne 1'équation plus générale de Kazdan-Warner, des obstructions
sont connues, dues 3 Kazdan-Warner ([5]) et & Bourguignon-Ezin ([6]). Ces
obstructions ont permis d'établir des contre-exemples (voir[6]) qui violent
précisément la condition suffisante que nous donnons pour 1'existence d'une
solution & (2). On suppose ici que la fonction K est strictement positive.
Revenons i la formulation variationnelle du probléme (2) :

3

! , oii u € HL(Q) el F B N € HI(Q) sinon

Soit I(u) = sy
(IQK(x)u dv)

£2

(a2 = f(8|vul +6uydv) .

1 -—
{u€ Ho(n)llluuQ =1}

S3 et K n'est pas

On va considérer la fonctionnelle I(u) sur 1'ensemble I

11 est facile de voir que inf I n'est pas atteint si Q
3 Z
constante ou si Q # S° . De plus, un point critique de I sur & , qui est

de plus une fonction positive sur Q ,donne une solution de (2).
Soit d 1la distance géodésique sur (S3,c) et soit pour a € 33 et L > 0,
§(a,A) la fonction sur S3 3

1/2
} (3)

6§(a,2) (x) = Cc{ 5 ZA
A +1=-(A"=1)cos d(a,x)



VIII-6
C étant choisie pour que H(S(a,)\)llQ =1 (C est indépendante de X et a).
+
Soit I ={u€:l|lu>0smral (4)

Pour € > O et p € N , on introduit

(. = 4 o
V(p,e) = {u € Hal,...,a.l,...,ap €q .9 Al,...,xi,...,xp €]10,+o [
(5)* tels que llu - é? g ———l—T7Z 6(a ,A )H <g avec S = g Vﬁ%§=7 et
i=1 K(a.) i=1 i

Az A 3 : 2 1

. =i

Lx.>l;—1+.—+d(a,a) eiee D F ARG B, IR

it € A A i J €

j
L'ensemble V(p,e) décrit par (5) a une interprétation simple
c'est un voisinage des points critiques 3 1'infini de la fonctionnelle
I sur Z+ ; c'est 4 dire que toute suite u € Z+ , telle que I(un) reste
borné et aI(un)_+ 0 ,doit rester dans un V(p,e) (avec € aussi petit que 1l'on
veut et D borné supérieurement) pour n assez grand. Les conditions sur
les A (A > —0 , nous disent que la fonctlon u , quand e tend vers zéro,
se ranproche de plus en plus (en norme H ) de fonctlons-$§ g ———l—TTZG(a Ai)=v
i=1 K(a.
qui justement ont '"tendance 3 quitter 1'espace Hl"
Cette tendance se manifeste par le fait que ‘lez et w6 tendent vers des
sommes demasses de dirac concentrées au voisinage des points a, (qui peuvent
éventuellement bouger aussi) quand les concentrations Ai tendent vers +w
(ou quand ¢ tend vers z&ro).
Les autres conditions sur les Ai nous disent que deux points de concentration
a, et aj distincts ne peuvent étre trés prés sans que les concentrations gojent
tros différentes (de maniére 3 éviter des phénoménes d'interaction exclus
par le fait que aI(un)-a(n ; la condition d(ai,BQ)AiEB % nous dit qu' un
point de concentration doit se situer dans Q (relativement & xi) de sorte

que 1'énergie portée par G(ai,ki) ne parte pas hors de 1'ouvert.

Ainsi, 1'introduction de V(p,e) est (d'une certaine maniére) naturelle et

on a la

e 6 < +
Proposition 1 : Soit (un) une suite de I telle que BI(un)——+O = (I(un))n

= - 1 ;
étant bornée et un._aO dans HO(Q) (faiblement).
Alors, quitte 3 extraire une sous-suite, il existe un entier p et une suite

(en)n avec en._,O quand n—y +» tels que u € V(p,en) ¥n .
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Remarque ! : Si BI(un)__90 et (I(un)) est borné, alors (un) est une suite
borné Hé . De sorte qu'elle a une limite faible T qui satisfait (2). On
suppose ici que U = O puisque justement on cherche des solutions non nulles

de (2). Sinon, la proposition | reste valable avec un—ﬁ (S V(p,en) Vn

La proposition 1 appelle quelques commentaires : d'une certaine maniére, elle
est cruciale, mais tout & fait insuffisante.

Elle a ceci de crucial qu'elle fournit un renseignement précis sur le défaut
de compacité. La tendance @ quitter 1'espace H1 manifestée par la suite (un)
est précise ; ce qui est heureux, puisqu'on peut imaginer des cas ol ces
"tendances" seraient bien plus anarchiques.

De ce point de vue, il faut souligner 1'importance du travail effectué par
Sacks et Uhlenbeck ([7]) puis par P.L. Lions ([8]), M. Struwe (9,

C.H. Taubes ([10]), H. Brézis et J.M. Coron ([11]), qui a permis de bien
dégager cette tendance.

Mais,par ailleurs, cette proposition est tout a fait insuffisante du point de
vue variationnel. Elle laisse compl@tement ouvertes les questions suivantes
est-ce que ces sultes (un) changent la topologie des ensembles de niveau de I ?
est-ce qu'il n'y aurait pas de suites (un) "plus critiques que d'autres" (i.e.
changeant la topologie alors que d'autres ne le feraient pas) ? Quels sont les
changements de topologie induits s'il y en a ? Peut-on calculer le défaut de
compacité et 1'utiliser comme &lément positif pour prouver 1'existence de
vraies solutions ?

C'est 3 cet ensemble de questions que nous tenterons de répondre.

b - La_non-compacité en géométrie de contact

Le cadre géométrique du probléme est le suivant : on se donne une
variété compacte orientable M de dimension impaire 2n+l et on considére
une l-forme o sur M qui est une forme de contact (i.e.(}A(da)n est une
forme volume sur M). A la forme o est naturellement associé un champ de

vecteurs £ sur M appelé champ de Reeb de a et défini par les équations
(6) alE) =1 ; dulh,.) &0

Les exemples les plus simples de tels champs sont fournis par les champs

n
de vecteurs Hamiltoniens induits par la forme 2 (pidqi-qidpi) dans R?n
i=1

e 2
sur une hypersurface convexe ou étoilée I de R (i.e. une hypersurface

bordant un ouvert convexe ou étoild). Comme le montre A. Weinstein CEE21),
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1'hypothése "étoilée" sur 1'hypersurface I &quivaut au fait que la I-forme

n
induite sur 1l'espace tangent 3 I par I (pidqi—qidpi) est une forme de contact.
i=1
Son champ de Reeb n'est autre qu'une normalisation du champ Hamiltonien

classique.

Paul Rabinowitz ([13]) a prouvé que le champ Hamiltonien d'une hypersurface
compacte €toilée admet une orbite périodique. Sa méthode de démonstration
est entiérement nouvelle par rapport aux travaux précédents. Travaillant
directement sur 1'intégrale d'action du systéme définie sur 1'espace des
courbes HI/Z(SI;RZH), il relaxe la condition sur les courbes d'@tre tracées
sur I en leur imposant seulement d'@tre "en moyenne" sur I . Pour gagner

de la compacité, il effectue une réduction en dimension finie en utilisant
la décomposition spectrale de 1'opérateur 32 et exploite pour finir 1'in-
variance de 1'intégrale d'action par les translations en temps. Il trouve
ainsi (via 1'espace des courbes) que si I est &toilée, le champ Hamiltonien
admet une orbite périodique.

Le travail de Paul Rabinowitz a ceci de remarquable qu'au lieu d'essayer de
gagner de la compacité&, il va en sens inverse, relaxant le maximum de conditionms,
travaillant sur des espaces de courbes tr&s peu réguliéres, mais exploitant
au maximum par contre la représentation spectrale du linéarisé du flot
dérivant de 1'intégrale d'action.

A la suite des résultats de Paul Rabinowitz, A. Weinstein ([12]) mettait en
valeur le caractére géométrique (induction d'une forme de contact sur 3 )

de 1'hypothése "étoilée" sur I et conjecturait 1'existence d'une orbite pério-
dique pour tout champ de Reeb sur une variété de contact compacte (M,a). Le
saut entre la conjecture et le résultat de Paul Rabinowitz est considérable,
puisque dans le cas de RZn on connait bien la représentation spectrale du
linéarisé du flot, qui est transportée sur elle-méme le long des lignes de
flot. Pour une variété de contact générale (M,n) on ne dispose pas d'un tel
outil, en 1'état actuel des connaissances, qui, de toute maniére, ne serait
disponible d'une mani&re naturelle que sur une symplectisée de M . Il est
d'ailleurs clair que 1'&quation de transport de la représentation spectrale
du linarisé du flot associé au probldme variationnel sur 1'espace des
chemins d'une variété symplectique est bien plus compliquée(et non linéaire)
que le cas de R?n . Une situation "moyenne" est celle des hypersurfaces dans
le cotangent d'une variété N (avec la structure standard du cotangent) ,
1'hypothése naturelle sur ces hypersurfaces étant qu'elles soient étoilées

dans la direction des fibres. Mais on ne connait pas encore de résultat de ce
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genre, les seuls résultats disponibles étant obtenus sous une hypothése de
convexité et de symétrie dans la direction des fibres par des méthodes qui
s'apparentent a4 la recherche des géodésiques (''brake orbits" en 1l'occurence,
Gluck et ziller ([14])).
En 1'absence d'outils permettant de reconduire la méthode de Paul Rabinowitz,
le point de vue présenté ici consiste a analyser le défaut de compacité d'un
certain probléme variationnel sur une sous-variété des courbes fermées H1
tragées sur M (1'esvpace Hl/2 n'est pas, a priori, bien défini, sur une
variété M). Ce défaut de compacité révéle des structures géométriques intéres-—
santes et, sans prétendre obtenir la conjecture, on dégage des outils qui
peuvent contribuer a sa résolution. (¥)
On suppose M de dimension 3, compacte orientable et on se donne une forme
de contact o sur M . On suppose par exemple que a Ada>0
La fonctionnelle naturelle 3 considérer est l'intégrale d'action

1

(7) I a_(¥)de = 1(x)
0

sur un espace de courbes fermées sur M suffisamment réguliéres.

1/Z(SI,M). On va donc considérer I

On ne dispose pas, a priori, de 1l'espace H
sur 1'espace Hl(Sl,M). I est une fonctionnelle indéfinie sur cet espace.
Mais ses points critiques sont bien des orbites de £ (3 un reparamétrage prés)
non orientées (i.e. a(x) peut changer de signe) , de sorte que 1'on se trouve
confronté & un premier probléme, sans importance réelle : distinguer les
orbites périodiques des "aller et retour' selon & .
Si 2z est une variation de x dans HI(SI,M), le gradient oI appliqué a
Z eSSttt

1
(8) 3l(x).z = [ da_(x,2)dt

o ¥
On peut se rendre compte en écrivant cette expression en coordonnées locales
par exemple que 09I n'a pas une structure Fredholm ; ce qui constitue un
trds sérieux probléme puisque, sans structure Fredholm, il n'y a pas, a
priori, de théorie variationnelle possible. On peut quand méme calculer le

Hessien de I en un de ses points critiques. On s'apergoit alors que 1'indice

(*) le cadre variationnel d'étude de ce probléme a &té mis au point par
A. Bahri et D. Bennequin ; 1'analyse du défaut de compacité a fait 1l'objet

d'une note aux Comptes Rendus de A. Bahri ([15]).
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de Morse (qui ici n'a déja plus de sens topologique puisque le gradient n'est
pas Fredholm) est infini. On ne peut donc pas voir de différence de topologie
induite par le point critique sur les ensembles de niveau de I , une fois de
plus a priori (en effet, ayant perdu le caractére Fredholm, on perd du méme
coup toute la théorie variationnelle. En particulier, on ne sait plus qu'un
point critique d'indice infini n'induit pas de changement de topologie.)

Cette situation rend une réduction en dimension finie sans intérét. Dans les
bons cas, cette réduction est intéressante parce que, le gradient étant Fredholm,
les phénoménes critiques se voient bien en dimension finie. Au demeurant,

on ne voit pas non plus, comment réaliser une telle réductien

d'une maniére compatible avec 1'invariance de I sous 1l'action

de S1 (ce que P. Rabinowitz réalisait avec la représentation spectrale de
1'opérateur ’}é) ;

Ayant fait ces remarques, on entrevoit deux possibilités : la premiére, comme
nous l'avons déja signalé, consiste a comprendre le linéarisé (on fixe une
métrique sur M) du flot dans 1'espace des chemins et le transport de sa
représentation spectrale le long des lignes de ce flot ; les &quations devien-—
nent rapidement compliquées... la deuxiéme consiste a abandonner la méthode

de Paul Rabinowitz et, au contraire, d essayer d'imposer des contraintes

sur le systéme, en travaillant sur une sous-variété de 1'espace HI(SI,M)

pour tenter de compactifier le probléme variationnel ou tout au moins de
déceler des changements de topologie dans les ensembles de niveau de I .

Pour celd, on fait une hypothé&se supplémentaire sur (M,o) : on suppose qu'il
existe un champ de vecteurs v sur M , dans le noyau de a , partout non
singulier ; ce qui veut dire que le fibré en o au dessus de M est trivia-
lisable.

On peut alors introduire la forme différentielle sur M :
(9 B = du(v,.)

On suppose, par souci de simplicité (les résultats s'étendent aux autres cas)

que
(10) B Adg>0

i.e. B induit aussi une forme de contact sur M , transverse 3 o .

On peut, toujours, par homogénéité, normaliser alors v pour avoir :

(11) B AdR = aAada .
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L'hypothése (10) a une signification intéressante dans la formation

Hamiltonienne de R

B g B 6

(Xidyi—yidxi) la structure standard de 53 = RA - Soat

Solt 0 =
¥ 1

it
(12) v un champ dans le noyau de o définissant une des fibrations de

Hopf de 83 . Soit a = Aao s ANE C2(S3,E;-) et B = do(v,:)

e 7 3
Proposition 2 : Si 1'hypersurface I = {A(x)x ; x € S7} borde un ouvert

convexe, B A dB est positif.
*
Dans le cadre général d'une forme B de T M , on peut introduire 1'espace des

courbes de M suilvant

(13) 1, - ixe€ w3 8k = 0)

et aussi, si R est défini par (9)

(14) g s{xel (801 a8 i

8 s

Q. et o (x) = cs
X

Si B esatisfait (10, LB et CB sont des sous-variétés de Hl(Sl,M). S

B = da(v,.), ces sous-variétés contiennent les orbites périodiques de £
puisque da(v,£) = 0O et a(f) =1>0 .

On peut considérer la fonctionnelle I sur LS ou sur CB . Ses points
critiques sont bien les orbites de g . Mais son gradient n'a toujours pas de
structure Fredholm. Pourtant, en examinant les ensembles de niveau de I sur
(8 , dans le cadre donné par (12), on a :

B

Proposition 3 : C, est connexe (en fait CB a la topologie de Hl(Sl,S3))

: € E
tandis que I = {x € C II(X) < ¢} a une infinité de composantes connexes

B
pour €> O assez petit.
Donc la fonctionnelle I induit des changements de topologie sur CB > 0n:
peut entrevoir que ces changements de topologie ne sont pas uniquement diis
aux orbites de £ , qui sont pourtant les seules points critiques de I sur
CB : en effet, dans certains cas, ceux-ci sont en nombre fini a itération
prés (on parcourt 2 fois, 3 fois etc la méme orbite). L'indice de Morse des
itérés tend vers +»= . Donc un nombre fini d'entre eux sont d'indice 1 . Ils
ne peuvent donc pas induire une infinité de composantes connexes dans s

(précisons qu'on peut adapter la théorie variationnelle classique au voisinage
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de ces points critiques sur C, méme si le gradient n'est pas Fredholm). Il

B
y a donc un défaut de compacité qu'il faut analyser.
Mais un premier calcul montre qu'on ne peut pas tirer grand chose de 1'analyse

des suites (xn), X o lc , telles que :

B

€1:5) BI(xn)._, 0 (I(xn))n borné

On n'arrive donc pas, contrairement 3 la situation pour 1'équation de Yamabe
et le probléme de Kazdan-Warner, & analyser les '"tendances 3 quitter 1'espace"
ou encore .comment la condition de Palais-Smale est violée.

I1 nous faut construire un lemme de déformation '"compactifiant" qui nous
permette d'analyser le défaut de compacité (i.e. obtenir un analogue, dans

ce cas, de la Proposition 1) puis de calculer les changements de topologie

induits par 1'infini.

3. LES RESULTATS

3.1 L'équation de Yamabe
La proposition suivante donne un paramétrage utile de 1'ensemble V(p,e) défini

en (5), qui est un voisinage des points critiques & 1'infini de I d'ordre D

Proposition 4 : Soit p un entier ; pour ¢ assez petit et u dans V(p,¢€),

le probléme :

Minimiser [buc =om ok Sitai Xl avee O, a0 F ®
kW 3 S3 1 o)

al,...,apEIQp - Xl,...,kp € ]O,+tn[p a une solution unique =

On note ai(u), Ai(u) et ai(u) la solution du probléme de minimisation.

s 3 ; = : :
Considérons d'abord le cas  # S~ . Quitte & remplacer 0 par sa projection
s : 3 < i S
stéréographique sur IR° , le probléme (2) (avec K(x) = c® e) est équivalent

a la recherche de u tel que :

(16)

- Au = u5 dans @
u >0 dans - Q et u = o

a0

ou ! est maintenant un ouvert borné régulier deZR3

On note maintenant
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i P 5 - Hil fat s i s bt lupe)

(17) I(u) = ————l—~T75 et 8(a,A) (x) =C {———51"—-531/2 avec C tel que
< (J’u6dx) 14X [x—al
Ul a, Ml = 1

Pour x € @ , on définit la feonction y - SH(x,y) sur ( par

A H&x,v) = 0:.dans §
(18) { &
1
% o s 5
H(x,vy) s sur Q
O P2
Pour a = (al,. .,ap) € QI , on définit la matrice M(a) € R par
1 ey :
M.l =Bl a) -l sl i)y =% 0 80 4L FJ 6L A »a
ij 106 laﬁ.—aj it i 7
(19)
M..(a) B H(a.ya.)
atal G
On note

(20) p(a) : la plus petite valeur propre de la matiére symétrique M(a)

p(a) = = o« si a, = aj avec i # j

La matrice M(a) est clairement liée & la fonction de Green du laplacien
sur ) ; elle a un équivalent sur une variété riemannienne guelcongue avec
ou sans bord.

Pour estimer les défauts de compacité induits par V(p,e) (e - O) , on suit

une ligne de gradient dans Z+
(21) e A
ds
Soit (u) = 1
! . 14
(Ju®ax)

On suppose qu'il existe p € N et ¢e(s)-—3 O quand s~ +* tels que
u(s) € v(p, e(s)) pour s assez grand.
On note (voir Proposition 4) A, (s) = Ki(u(s)) ; ai(s) = ai(u(s)) ;

p(s) = pla(s))

Définition 1 : On appelle points critiques & l1l'infini ces orbites du flot
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qui restent dans un des V(p,e{s)) pour une certaine fonction € (e(s)> O
quand s > +)

On a alors le

Théoréme 1 : On suppose que Vi € [t o, Tim d(ai(s),BQ Y2 O .

On a alors limp(s) =2 O . Si lim p(s)> O , alors p(s) et a(s) convergent
S>>+ S>+00
quand s > t o ek A (S €55 € > 0 .
1 i 3

Le théoréme suivant affine le théoréme 1 en donnant au voisinage des points

critiques & 1'infini la dynamique du flot :

Théoréme 2 : Pour tout § > O , il existe eo > 0 et so > O tels que,
si: uls) € V(p,eo) pour O < s < So et A(a (s),9Q) 2 § pour O < s < Sy
alors pour tout s = s, tel que u(s) reste dans V(p,eo) pour s € [0,F]

on: a

4
. . 0. o,
4 >‘ 04(.0(11) 5 H(a.,a.)

iy 23 q; NN et o wla)” ( Z VT{ a-a ] - o} H(a a; )1)
L & .

1

a. :
j 1 1

. /X, |a,-a, > 4 e = A )

=1 3 1) 1 k

‘éi(g)l < - (Z-%— ) 3 a, Cet C sont des constantes

&-'1(;)= - C w(u) ai(l—ag uo(u)4 IRB 66) + 0(Z 3‘11: )

K.f 3 |va2 dxfs) €K ¥ XL. oi v=u-
R

i i

| oy i)

| ]
lai G(ai,ki)

Des formules précédentes, on déduit la variété instable des points critiques

d 1'infini donnés nar le théoréme | en faisant varier les coefficients a,

1 i 2 z o
autour de ui = 7;- sous la contrainte £ o, =1 . On obtient ainsi 1l'ensem-

v g
i=1

ble invariant du flot & 1'infini.

Pour finir, le théoréme 3 donne les changements de topologie induits par

-~

les points critiques a 1'infini
Soit

(22) € .= {a

% ],...,ap)EQX...XQ[M(a) soit > 0 }
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(23) 3C, = {(a],...,ap) € Q x...x 0 | M(a) soit > 0 et p(a) = 0}
Le groupe symétrique Op opére librement sur Cp

b +e

Soient € et €, > 0, assez petits ; soit I § vy {u € Z+|I(u) < bp + El} J
b -e} .
g = {u €} lI(u) <b —el} avec b = ——E—E~——l/2
P o e e
R3

Théoréme 3 :
b +€1 b —el
La paire (V(p,sz) ar? 2 V(p,ez)flI P ) est homotopiquement &quivalente

B la patre (C Je- ; 6 jon).
D P P

Les théorémes qui précédent anpellent quelques commentaires.

En ce qui concerne le théoréme 1, le cas 1im p(s) = O nécessite une analyse
S+

plus fine qu'on pourra trouver dans [2] . L'hypothése u € Z+ n'est pas

nécessaire. Des théorémes similaires aux théorémes 1 et 2 existent méme si

u n'est plus une fonction positive. Les contenus de ces théorémes sont

essentiellement modifiés par le fait qu'il faut tenir compte d'autres solutionms

que les §(a,)), sur R? , de 1'équation de Yamabe. Par ailleurs si @ = S3

ou une variété riemannienne compacte plus général, on peut prouver des

formules similaires 3 celles données par le théoréme 2. En combinant ces

résultats et ceux de Schoen et Yau ([16]), on voit que la condition de

Palais-Smale est satisfaite le long des lignes de flot dans ce cas (alors

qu'elle est violée pour les suites diagonales ; i.e. celles qui ne restent
pas sur une méme ligne de flot). Pour finir, la topologie de la paire

(Cp/oD . an/ap) est étudiée plus complétement dans [ 2]

3.2 Le probléme de Kazdan-Warner :

On rappelle que 1'on cherche des conditions suffisantes sur K pour que

1'équation :

(24) {f 8Au + Ru = K(X)u5

a >0

admette une solution.
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On fait les hypothé&ses suivantes :

: e 2 ; e
K est une fonction positive, C° , ayant des points critiques YyseesY
sont dégénérés et tels que AK(yi) £0 Vi =1 ... .m.

ODn a a alors le @

Théoréme 4. Soit ki 1'indice de Morse de K en v

i
Si 2______“__ (-1) * # - 1, (24) admet une solution.

i/AK(yi) <0
Pour des variétés différentes de (SB,C), on pourra se reporter a ([14]).

Idée de la démonstration :

. 5 1
a. Par rapport au théoréme 2, on a maintenant ai(s) = Cigrad K(ai) + O(x—)
1.

de sorte que les fonctions G(ai,xi) se concentrent aux points critiques de

&

b. On montre que sur V(p,eo) iD= 2 .2 0 , I satisfait (P.S) le long

des lignes de flot. Il ne reste donc plus qu'3d analyser la situation pour
p=1 et ai(s) wr L0 étant un point critique de K .

c. On montre que si AK(yi) > 0 , alors (P.S) est satisfait le long des lignes
| assez petit.

d. On est donc ramené 3 étudier la situation en vs tel que AK(yi) =0

de flot sur V(l,eo) n {u [al(u)—yi]< el} s €

On ne peut plus se contenter alors de suivre les lignes de flot de grad I .
I1 faut construire un pseudo-gradient au voisinage de 1'infini qui permet de
voir qu'il y a un point critique & 1'infini pour I d'indice de Morse égal
au coincide de K en ¥

e. On conclut par un argument de caractéristique d'Euler-Poincaré.

3.3 La non—compacité en géométrie de contact :

On rappelle qu'on consid&re une variété de contact (M,a), compacte, de dimension
3, orientée par aAda . On note £ le champ de Reeb de o ; on se donne

v non singulier dans le noyau de a ; on considére B8 = do(v,.) qu'on suppose

de contact ; on normalise v pour que B A dB = aAda .

Soit es le groupe a un paramétre engendré par v , Des sa différentielle et

*
soilt es la transformation associée sur les formes différentielles de M .

Soit x_un point de M et % » es(xo) le point générique de 1l'orbite de
v issue de X

Soient el(O) et e2(0) deux vecteurs tangents 4 M en X tels que :
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(25 o A da(vXO,el(O), e2(0)) <0
Soit

(26) el(s) = Des(el(o)) : ez(s) = DGS(eZ(O)) ; w(s) = a(el(S))eZ(S)-a(ez(S))el(si

La proposition suivante caractérise le long des orbites de v 1le fait que

o est une forme de contact.

Proposition 5 : w(s) tourne dans le sens direct du repére (el(S)’eZ(S)

quand s augmente.

Soit w(s,xo) 1'angle, dans le repére mobile (el(s), ez(s)) dont a tourné
wis) de 0 ‘a s,

On introduit les

Définition 2 : On appelle points de coincidence de X (relativement & o et v )

le long de 1'orbite de v 1issue de X les points X tels que

w(s,xo) = 2km ; k € Z . En ces points x, , ona $

(27) (SZG)XO = )\(s,xo)aXO 2 A(s,xo) >0

Définition 3 : On appelle point conjugué de X (relativement & o et v ) le long

de 1'orbite de v 1issue de X, un point X de coincidence de X tel que :
(28) A(s,xo) = ]

Définition 4 : On dit que a tourne bien le long de v si tout point X de
; F e . i

M admet un point de coincidence autre que lui-méme. Soit alors y : M_R
: : iy : B i

la fonctlion qui assocle d@ un polnt X de M le i-éme temps s = Yy (xo) tel

que X soit un point de coincidence de X (1 € Z). Sent i M_3 M le

difféomorphisme de M qui envoie x sur x , ..On note u.(x ) le
o 1 o
yix)
5 o
coefficient de colinearité de (8 . o) et de a
1(x y %, X
s,
*
(29) G o). 8 e (x Ja .
Y (xo) o 0

On introduit :

(29) T = {xo €M |K(s,xo) # 1 pour tout s tel que X soit un point de coinci

dence de x !}
o}
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Soit d une distance sur M et soit |l.l une norme pour les différentielles
. : 1
des applications C de M dans M .

On suppose que :

(H1) a tourne bien le long de v .
(H2) v admet une orbite périodique

(H3) Pour un champ v, , non singulier et colinéaire & v , on a :

1
dk, > 0 tel que HDelﬂ < k. ¥s € R s of el est le groupe & un paramétre
1 s 1 s

de v1

(H4) 1 k2 et k, > O tels que Vi € Z , on a :

3

k,d(x,y) < d(ET (0, £ (3) < kyd(,y) ¥ x,y € M

(H5) 4 k4 > 0 tel que [pi(x)—pi(y)| < k4d(x,y) Vx,y € M

(H6) dp > 0 tel que ¥x € M, 1'ensemble Cp(x) = {fl(x)/!ui(x)—l| <o i€
est fini.
Sous ces hypothéses, on a le théoréme 5, qui rend compte du défaut de compacité
de I sur C

B

Théoréme 5 : Les points critiques 3 1'infini de I sur CB sont des courbes

)

tracées sur M , continues et fermées, constituées de morceaux (xz.1 X141

tangents & & et de morceaux (X21+1’X ) tangents 3 v . est conjugué

2i+2 *2i+2
de Xoie] * Les morceaux tangents 3 £ sont dans I' . Si la topologie de 1'espace
des chemins sur M est assez riche (i.e. les nombres de Betti de cet espace
sont non bornés), il y a une infinité de telles courbes. De plus, si n
désigne le nombre de morceaux d'une telle courbe et a sa longueur selon ¢ ,

on: a <

(30) n<Ca ; C constante fixée.

Les hypothéses (HI-H6) peuvent étre considérablement affaiblies, tout parti-
culidrement (H3), (H4) et (H5) (voir [17} ).

Du point de vue technique, la démonstration du théoréme 5 comporte deux
aspects : d'une part, elle exige la construction d'un lemme de déformation
compactifiant que nous allons présenter et qui a un caractére tout a fait
général ; d'autre part, elle induit une &tude détaillée de la dynamique de

o le long de v .

En effet, ces courbes trouvées sont des extrémales de a relativement a v

puisque le long de ces courbes, o reste paralléle 3 lui-méme le long des
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brins tangent 3 £ ( & est caractdristique pour da) et o tourne et revient

3

sur elle-méme en tant que forme le long des brins tangents a8 v . On retrouve

ainsi 1'équation du pendule alternativement freiné ou accéléré dans la dyna-
mique de o (les solutionms périodiques &tant ces courbes), 1'équation du

pendule non perturbé &tant exactement réalisé pour (SB,aO) avec v définissant
une des fibrations de Hopf de 83 .

Une fois de plus, via la non-compacité du probléme variationnel, des structures
géométriques émergent, mettant essentiellement en jeu les opérateurs

(£,.1 » [v..] » 6 st & sut 18 SRELEEE ¥ . ([,] est le crochet de Lie de deux
champs de vecteurs). Une direction intéressante de travail semble donnée par
1'existence de feuilletages de codimension un transverses & la forme o . En
effet, si y est un tel feuilletage, y N a est un champ de vecteurs v tel que
o ne peut admettre de points de coincidence le long d'une v-orbite, et, a
fortiori, ne peut admettre de points conjugués. Dans ce cas, le probléme
variationnel a toutes les chances de devenir compact et le th&oréme 5 de

nous fournir alors des orbites périodiques...

Revenons au probléme variationnel considéré :
On considére CB = IxE LB / a(x) = constante positivel

Les courbes de CB ont un vecteur directeur X qui se décompose comme suit
. s o 2l
(31) X =a z + by a = constante positive ; b € L"(S ,R)

On considére la fonctionnelle I(x) = a sur CB . Soit Jx) = fébzdt

Comme nous 1'avons déja expliqué, I ne satisfait pas (P.S.).

On commence donc par construire un pseudo-gradient, dépendant d'un paramétre
e >0 . L'idée est la suivante :

Soit oI et 3J les gradients de I et J , [d3I] et |3J| leurs normes.

Soient :

@ : C -{points critiques de I}y R définie par :
) |51
O(x) = 153r(x) J(x) si |3J(x)] #0; @x) =+ =si 3J(x) =0

(32) Z = |3J|s1 + |a1]aJ

On construit un pseudo—gradient Ze , dépendant d'un paramétre € >0 , qui
est colindaire a -Z(x) si @(x) < ¢ et colinéaire a - i) si OX) = 2¢

On en déduit la proposition suivante :
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a
Proposition 6 : Soit O < a < a; ; 1°-= {x€ CB/J(x)=< ao} 3
a a a
A - {ue CB/I(X) < al} si I ° n'est pas rétract par déformation de I : .
il existe un point X tel que :
< < =
(33) a I(xe) a et BJ(XE) 0
ou
(34) 8 C2x )8 & 301 ) 0 ¢ Bz % ¢
o] € 1 € €
La proposition 6 a un caractdre tout i général (voirl[l7]).
On explore l'alternative donnée par (33)-(34).
(33) nous fournit des orbites périodiques. On &tudie donc (34).
On pose :
oJ \
w = [81 (xE) s b s o0
(35) i ag + bv 0 < ao < a<x a1 b € LZ(SI,I()
5
= da(v,[v,[g,v]]), ﬂg = du(g) = da(le,v] ,[v,[g,v1])
-t wanlitong 2. 1E,vI]D)
(34) s'écrit alors
b” + b(~wa + b2/2 - j]b2/2) + asz - abzﬁ + Tb 8. 0
0 £ dt
(36)
: . 1
bid) = BL1) ;s B i) » B (1) & 0<a <a<a ; jobzdt/w< €
L'analyse de (35) est délicate parce que 7 change de signe sur M .
I1 faut distinguer deux types d'intervalles de temps
<:> ceux ol bz/w(t) est "petit" . On prouve que sur un tel intervalle

[t,t + At] , la courbe est proche d'une orbite debg d 1'ordre o(At)

2
<:> ceux oll b"/w(t) est "grand". Sur ces morceaux, la courbe est proche
d'une orbite de v et la dynamique de o le long de v rentre en jeu. On

€crit alors 1'équation fonction de s que vérifie la forme o dans le
-~ - * * O .
repére transporté par v , ((esa)X 3 (BSB)X ), le long d'une orbite X de
o
v . Cette Equation nous permet d'interpréter (36) comme équation de transport

oy ]2 :
de o le long de v . La condition Job /w < € nous dit alors que, pour
€ > 0, les morceaux considérés doivent aller d'un point 3 un de ses conjugués.

L'erreur est ici encore de 1'orbite de ofALE): .
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On remplace donc, en suivant le découpage fourni par (:) et (:) la courbe
considérée par une orbite §€ constituée d'orbites de £ et d'orbites de v ,
respectivement. (Les orbites de v allant d'un point 3 un de ses conjugués)
;E(O) et ;e(l) sont proches 3 o{l). On contrdle, par des estimations délicates,
le nombre de brins de cette courbe. On conclut en faisant tendre € vers zéro.
La preuve du fait que les morceaux tangents 3 £ sont dans [ représente une
démonstration 3 part qui nécessite la construction d'un pseudo-gradient local.
On conclut en attribuant un indice de Morse (1ié a une notion de rotation

de a le long de £ et & une forme quadratique le long des sauts tangents )
et des variétés stables et instables @ ces points critiques 3 1'infini, ce
qui permet, par un raisonnement analogue en cas des géodésiques d'établir

que si la toplogie est assez riche, il y a une infinité de telles courbes.

4. LA CONCLUSION

I1 semble bien, aprés avoir examiné une telle variété de situations,
que 1'on puisse faire une théorie des points critiques a 1'infini dans plusieurs
cas ol le probléme variationnel rend compte d'une situation géométrique
(ou physique) précise. Les techniques variationnelles, assouplies par les
constructions de pseuso-gradient, et ramenés au calcul des changements de
topologie induits par les accidents, se produisant méme a 1'infini, sont
tout & fait 2 méme de tenir compte de la non-compacité si
celle—ci a trait 3 une structure rigide. D'une certaine maniére, les
points critiques & 1'infini sont alors plus simples que les 'vrais" points
critiques parce qu'ils obéissent & des régles précises, sont plus "contraints"
que les vraies solutions.

Inversement, il semble bien que 1'analyse de la non-compacité variationnelle
révéle, comme on 1'a vu, des structures géométriques insoupgonnées et
intéressantes.

Du point de vue de 1'analyse, cependant, il y a une non-compacité plus
difficile encore, olt des phénoménes bien plus compliqués doivent se produire
ce serait par exemple le cas de 1'équation Au + u’ = 0 sur un ouvert Q

de R3
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